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1 Introduction

� ������ �� � ���� ����� �� � ���������� P ���� ���
������ � �������� ���� ������ ������ ���� ��� ������ �� P �
���� � ������ b �� ���������� ������ �� P ���� ��������
�� �������� ����� ��������� �������� �� b� � ����� p ���
���� ����� ��� ��������� �� ���� �� ��� ��� �� � ������
b �� ���� �� ��� �������� �� b ����� �� ����������� �����
��� ���� ���� ��� ������� �������� �� p �� � ������ b
��� ��������� ������� ������ �� �������� ���� ��������
��������� �� ��� �������� �� P ��� ���� �������� �� ���
����� �� P �
��� ��������� ������ ���� ������� �� ��� ��������
�� p ����� ��� ���������� �� b �� ������ ��� ����������
���� �� p ���� ������� �� b� �� ��� ���������� ���� ��
p ���� �� b� �� ��� ���� p �� ������� �� b� �� p �� �� �
�������� ����� �� �� ������ �� ���� �� ���� � ��� ����
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�� ������� ������ �� ������� ������� ���������������������
���������� �� ��������������� �� ����������� ��������� � ��
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������� ������� ���������������

��� �������� �� b ���������� �� ��� ���� �� �� ������� ��� ��
��� ������� � ����� �������� �� ���� ���� ��� ������ ��
������ ���������� ��� ���������� �� ���� �� ��� ��� ��
��� ���� ����� ������� ��� ��������� ������ �� �����������
�� �� ������ p �� ������� ���� � ������ q� ���� p �����
������� q ����� ��� �������� ���� ������� ������� p �� q�
�� ���� ����� �� �������� ��� ������ �������� �����
���� �� ���������� �������� ��� ���������� ����������
��� ������ �������� ������� ���� ��� � ������� ���
B �� ������� ������ �� � ������ P � �� ���� � ��� ����
��� ����� p ∈ P �� ������� �� �� ����� ��� ������� ��
B� �� ���� ����� ��� ����������������� ������ ��������
������� �� ����� �� ��� ��� � ������� ��� B �� ����
���� ������ �� ��� �������� �� � ������ P � �� ���� �
��� ���� ��� ����� p ∈ P ��� ��� ����� p� /∈ P ���
������� �� �� ����� ��� ������� �� B�

2 Preliminaries

��� P �� �� ���������� ������� �� ��� ������ �� ����
e �� P �� � ����� ���� �� ����� �� �� ε > 0 ���� ����
��� ����� �� �������� ���� ���� �� ����� �� ε ���� ���
�������� ����� �� e ��� �� ��� ���� �� e ������� �� ���
�������� �� P � ����� ��� ��� ������ ����� ��� ������
����������
� ���������� �� R3 �� � ������� ��������� ���
������� �� � ��������� ������ ����������� � ���� �� �
���������� �� � ������� ������ ������ �� ��� ��������
����� �������� �� ��������� ��� ���������� � �������
���� �� ���������� �� ��� �� ��� ����� ��� �������� �� ���
XY� XZ �� YZ ������� �� ���� �� � ������� ���������
������ �������� ���� ������� ������ �� ��� ����� ���
������� ��� �������� �� ��� ����������� ���� ����� ����
��� ��� �������� ������ ���������� � �������� ������ ���
������ �� ��� ����������� �� �� ���������� ����������
���� ���� ����� �� �� ������ 90o ��� � ������ ����� ��
270o ��� � ����� ������
�� X ������ �� � ����� ���� �� ������������� �� ��� X �
����� �� ����� � Y������ ��� � Z������ �� � ������� ����
�� X ����� �� � ���� �� � ���������� ���� �� ���������
�� �� X ������� �� ����� � Y����� ��� � Z����� �� �
������� ����
� Y����� f �� �� ���������� ���������� P �� � ����

���� ������ ������ �� ��� ��� �������� ����� q ∈ f ����� ��
�� ε > 0 ���� ���� ��� ����� �� �������� ���� ���� ��
����� �� ε ���� q ��� �� ��� ����� ������ �� f ������� ��
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29th �������� ���������� �� ������������� ��������� ����

��� �������� �� P � �� � ������� ���� Z������ ��� ���������
���� ��� �� ������ ������ ��� X ������� �� ����� �� ����
������
� ��������� ���������� P �� � ������� ���������� ��
����� ������ � Z������ Q ���� ���� ��� ��� ������ ��������
�� Q ����� ������������ ���� P �� ������ ������ �� �� �� �
�������� ����������� �� ��� ������������ �� P ���� Q�
��� ���� ��������� ��� ����� �� ������ �� ��� ��
���� �� ��������� P �� �� ���������� ���������� ����
�� ������� ����� ���� �� ����� ���� ���� ��� ���� �����
�� P �� � ����� ��� ������������ �� ��� �������� �������
�� P �� � ������������� ���� �� ���� �������� ������� �
�������������� ����������
�� ���� ����� �� �������� ��� ������ �� ������ ���
��������� ������ ������� ��� ���� �������� �� ��� ������
������ ������ �� ����� ����� ������� �� ��� �������� ��
P � �� ��� ���� ������ ������ �� ����� � ����� ������
�� ���� ����� �� � ������ ���� e �� P � �� ���� e �� ����
������� ���� �� ���� ������ b �� ��������� �� �� ���
�������� ����������� �� ������ p ������ ����� �������
��� ����� q ∈ b ������� �� p� �� p ������� q �� ��� ����
b ������ p� ������� ���� �� q �� ��� �� �������� �� b�
��� ���������� ���� �� p �� q �� ��������� �� ��� ����� β
���������� �� b ���� �������� q� ���������� �� ���� ����
��� ���������� ���� �� p ���� ������� �� b �� �� �� R2�
����������� q �� ��� ������ ��� P ∩ β �� ��� ��������
�������� ��� ��������� ��������� S �� pq ∩ P ����
�������� p� �� S �������� ����� ������ �������� ���� p�
���� p ��������� ������ �� q ����� −→pq� ���������� p
���� ∂P ��� ����� ��� ����� ������ ��� �� p ���� � ������
v� ���� p ���� ����� �� v� ���� �� p ���� � ����� x �� ���
�������� �� �� ���� e� ��� ��� ���������� ���������� qe ��
q ���� ��� �������� ���� ���� �������� e �� �������� ����
p� ���� p ����� ����� −→pqe� ���������� p ���� ����� ��
x� ����� �� p ���� � ����� x �� ��� �������� �� � ���� f � ���
��� ���������� qf �� q ���� ��� ����� ���� �������� f ��
�������� ���� p� ���� p ����� ����� −→pqf � ���������� p
���� ����� �� x�
������ � ����� ��� �������� �� ������ �������� �����
������ �� ����� ��� �� ������ ��� ���� ��������

3 Covering orthogonal polygons

��� �� ��� ��� ������ ���� ��� �������� �� ��� ����������
n���� ��� �� ������� ����
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������� � ��� P �� �� ���������� ������� ���������
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��� ��� �������� �� P �

������ ������� �������� ���� ����� ��� �� ����
�
n
4

�

����� ����� �� P � ��� B �� ��� ��� �� ������ ��������
�� ��� ����� ����� �� P � �� ����� � ������ �� ����

��� ���

������ �� ��� �������� �� ������ ���� ����� � ����� ����
����� ��� ��� ���������� ���� �� � ����� ���� �������
�� � ������ ������ ��� �� ���� ������� ���� ��������
����� ��� ��� ��� ����� ���� ����� �� ��� ��� �� �� ����
�������

b ∈ B� �� ���� ����� ���� ���� ��� �� ������� ������
P � ��� ���� b ∈ B �������� ��� ������� �������� ����
������� sb ���� �������� b ��� �� ��������� �� P � ����
���� ��� ��� �� ���� �������� S = {sb : b ∈ B} ������� P
���� ����������� ���� ���� �� ���� ���������� ����� ��
���� ��� ����� ����� ��� ��� ��� ��� ������ ����� ���
��������� �� ����� �� P ������ �� ���� ��� �������� ����
�������� �� ������ P �� ��� ������ ��
��� p �� � ����� �� � ��������� H ���� H ⊂ P ��� ���

bh �� ��� �� ��� �������� �� B ���� ��� �� ��� ����� ����
�� H� �� ���� ����� ���� ��� ���� ���� p �� �� �� �����
bh� ��� ����� ��� ��� ����� ���� �� ���������� �� �����
���� p �� ������� �� ��� ������ ������ �� bh� �� p �� ��
��� ����� ���� �� H� �� ��� ����� ������� p �� �����
��� �� ��� ���� �� bh� ����� H ��� ���� ��� ����� �����
��� ���������� ���� T �� p ���� ������� �� bh ��� ���� ���
������ ����� �� H� ����� ��� ��� ������ ����� �� H ���
��������� �� ����� �� P � �� ������� ���� T �� ���������
�� H� �� T ���� ��� ����� �� bh� ���� �� ������� � �����
������� �� � ������ ���� �� H� ���� ����� �������
��� �� �� ������� ����� bh� ����� �� ���������� �������
bh �� ��������� �� ��� ������ ����� ���� ��H� ����������
����� ������� ����� ��� �������� �� P �
��� �� ����� ���� ��� ������� ������ �� ��� ��������
�� B ���� �� ����� ������ ����� ��� �������� �� P � ���
R �� � ��������� ���������� P �� ��� ��������� ��� P � =
R\int(P )� ����� int(P ) ������� ��� �������� �� P � ����
���� ��� �������� �� B ��� ������ �������� �� ���� �����
�� P �� �� ������� �� ��� ��� ��� ���� ��������� �� �����
��� �������� �� P � ���� ������� ������ �� ��� �������� ��
B ���� �� ����� ������ ������ �� ��� ������ ������ v

R

�� � �������� ���� �� R� �� ���� ����� ���� ���� ������
��� �� �������� �� � ������ ������ �� ��� ������ ������
vl �� ��� �������� ���� �� P �
��� H

R
⊂ P � �� ��� ��������� ����� ���� ���� �� ���

���� ���� �� R� ��� p �� � ����� ��������� �� H
R
� �� p

�� �� ��� ���� �� ��� �������� ���� � ������ vl ���� �� ���
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���� ����� ������� �������� ���� ������ ����

����� �� ���� ����� ���� ��� ���� ���� p �� �� ��� �����
�� �� ��� ����� ��� ���������� ���� h ������ vl� ���
����� ��� ��� ���� ���� p �� ����� h �� ����������
����� H

R
��� ���� ��� ���� ����� ��� ���������� ����

T �� p ���� ������� �� vl ��� ���� ��� ������ ����� ��
H

R
� ����� ��� ��� ������ ����� �� H

R
��� ���������

�� ����� �� P ������ ��� ��� ��� ���� �� ��������� ��
��� ������ ���� �� R� T �� ��������� �� H

R
� �� T ����

��� ����� �� vl� ���� �� ������� � ����� ������� �� ���
�������� �� � ������ ���� �� H

R
� ���� ����� �������

��� �� �� ������� ����� vl� ����� �� ���������� �������
vl �� ��������� �� � �������� ���� �� P � ��������� HR

��
������� �� ��� ������ ������ �� vl� ����� ��� �������
�� B �������� ���� vl ����� ���� ��� �������� ��� ���
�������� �� P � �

������ �� ������� �������� �� ��� ������������� ���
������� ��� ������ �������� �� ��� ����� ����� �� P �

4 Covering orthogonal polyhedra

�� �� ����� ���� ��� ����� ���������� ��� �� �������
���� ������ ������� ���� ���� �� ��� ���������� �� ���
�������� ���� ����� ����� ���� ����� �������� �� ��������
��� ��������� ����� �������� ��� �� ������� ���� ������
�������� ���� �� ��� ���� �� ��� ���������� ���� ��������
����� ������ �� ��������� ���������� ���� ���� �� �� ���
�������� �� ����� ��� �������� ���� ������ �������� ����
�� ��� ���� �� ��� ���������� ����� �� ������ ��� ����
�� �������� �����
��� ������� �� ����� �� ��� �������� �����������
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�� � ������ ���� ��� ��������� ���� ��� �� ���� �����
������ � �������� ����� �� �� ����� ���� ��� ��������
������ �� ������� ���� ������ ������ �� ������ ����� ��
� ����� ������ �� � �������� �� ���� ��� ������� �����
�������� �� ��� ��� �������� �� ��� ��������� ���� ��
���� ���� �� ����� �� ���������� ����� �������� �����
���� �� ���� �� ���������� ��� ������ ���

� ����� �� ��� �������� �� P ���� �� ��� ������� �� ���
������ �� P �� ��� �������� ����� p �� ��� ������ ��������
�� ��� ����� �� P � �������� ��� ����� ��������� ������
����� ���� �� �������� ��� �������� p� ���� ����� ��
��������� �� ��� ��� ����� �� ��� ��� �� ��� ���������
�� ��� ����� �� ��� ��� ����� ��� ������ ��� ���� ����
��� ���� ������� ��� ����� ���� ��� ��������� ��������
Wp ����� �������� p ��� W �

p ����� ���� ���� ���������
��� �������� �� ������ ��� ��� ���������� �� �����������
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����� ���������� ��� ������ ������ �� ��� �������� ��
W �

p ������ ����� p� ���������� �� ��������� � ����� ���
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4.1 Covering orthogonal polyhedra with edge bea-
cons

��� �� ����� ��� ���� F ∈ ������ ������ ���� �������
������ ����� ��� ��� ���� E ∈ ������ ������ ���� �������
������ ����� ��� ��� ����� ��� ��� ���� ������� ��� E
����� ���� ��� F ����� �� �� ���������� ���������� P �
���� ���� ��� �������� ��� �������� ��� ������������
���� ������� ��� ������ ����� �� ��� ����� ����� �� P �
���� ���� ���� ���� ���� �������� ���� ���� ��������
����� �� ������ ������� �� F = ����� ��� ����� ���� E ∈
������ ������ ���� �������� �� F = ��� ��� ������� ����
E ∈ ������ ������ ������ ������ ��� �� F = ����� ��� �����
���� E ∈ ������� ����� ���� �������� ����� � ���� ����
��� ���������� ���� ������� �� ����� �� P �
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P � ����� e �� ��� ������ �� ����� �� P �

������ ��� A,B,C �� ��� ������ �� ����� �� ��� Y� X �
��� Z ������ ������������� ����� A+B+C = 2e ��� �� A�
B �� C �� �� ����
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�� P � ����� ��� ��� ����� �� ����� �� FY � ���� ��� ������
��� R ⊂ FY �� ��� ��� �� ����� ����� �� FY ��� ��� ER

�� ��� ��� �� ����� ���� ������ �� ����� �� R� �������
�������� ���� |ER| �� �� ���� ���� �� ��� ������ �� �����
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�� ����� �� ���� ������ �� ���� b ∈ B� �� ����
����� ���� ���� ��� �� ���� ������� ������ P � ��� p �� �
����� �� P � ��� β �� ��� X ������ ���� �������� p� ���
Q �� ��� ��������� ��������� �� β ∩ P ���� ��������
p� �� ����� �� ������ �� ���� ���� Q �� �� ����������
�������� ��� ���� ���� ������ ������ �� � ����� ���� ��
Q �� �� ��� ���� b ∩Q ��� ���� b ∈ B�
����� ��� ���������� ���� �� p ���� ������� �� �� ����
������ ������� �� β� ����� ��� ���� ��������� �� �� ���
����� �� ������� �� �� ��� ����� ���� p �� ������� ��
� ������ ������ �� �� ���� b ∈ B� �

������� � ����� ������ � ������ �� ���������� �����
����� ���� e ������ ���� ����
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������ �� ����� ����� ���������

������ �� ��������� � ������� ���������� P � ����� ��
� ����������� ������ ������� ���������� �� � �������� ��
r + 1 ���� ����������� ������ � ����� � ��� ���� �� P �
��� e0, e1, . . . , er �� � ��� �� ����������� ������ �����
�� P ���� ��� �������� �� ��� Z������ ����� ����������
����������� ��� ����� �� ������ �� ��� e�1, e

�
2, . . . , e

�
r−1

�� ��� ��� �� ����������� ����� ����� �� P ���� ��� ����
����� �� ��� Z������ ��� e�0 ��� e�r �� ��� ������ �����
�� P �������� �� ��� Z����� ���� ���� �� �������� ���� ��
������ ���� e�1 ��� e�r−1� ������������� ���� ��� ����
���� ���������� �� ��� ����� ��� ������ �������� �� ���
���������� �� P �� ��� XY ������ ��� ������ ��
������� ��� ��� ���� �� ���������� ���� r = 7m ���

m ∈ N� ��� ���� 0 ≤ k < m� �� ����� � �������������
����� pk �� ��� �������� �� P ���� ������ ��� ������ ��
��� ���� ������ �� ��� ����� e�7k ��� e

�
7k+1� ��� � �������

������� ����� p�k �� ��� ������ �� ��� ��������� ������
�� ��� ����� e�7k+4 ��� e7k+4� �� ����� �� ������ ��
���� ���� p�k �� �� � ������ ���� �� ��� ������� �� e7k+2�
e�7k+2� e7k+6 ������� e�7k+6�
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��� ���� �� ���� �������� ���� �������� ����� �� ������
���� ������� ������ ��� ����� ��� Etb �� ��� ��� ���
������ �� ��������� ���� ��� ��� ����� �� ��� ���� ����� ��
F ��� ���� ��� ������ ����� �� ��� ����� ����� �� F � ��
���� ������� �� ��� ������ ���� ���� �������� �������
�� ����� ���� F � ��� ���� ��� �� ���� �������� �� �����
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� ������ �� ���� e ∈ Etb� �������� ��� �������� ��� B
�� P � ���� ���� ��� ��� ���� �� B �������� ��� �������
����� �� P � ���� �� ����� �������� �� ����� ��� �������
�� Etb� ���������� ��� ����� ����� ��� ��� ���� �� B ��
�������� � ������� ��������� ��� �� ���� �� ����� ����
��� ����� �� ��� ���� �� ��� ���� ���� �� B� ����� ���
������ ���� �� B� �� �� ��� ����� �� ��� ����� ���� �� B
�� �������� � ��������� ���� �� P �������� �� ����� ���
��������� �� ��� �������� �� Etb� ���������� ��� �����
�� ����� �� ��� ����� ���� �� B �� �������� ������������ �
����� �� ��� ���� �� ��� ���� ���� �� B �� ���� ��������
�� ���� ���� �� ����� ���� ��� ����� p /∈ P �� ���
�������� �� ��� �������� ��� B ��� �� ������� �� �
������ ������ �� �� ������� �� Etb�
��� Qp �� ��� X ������ ���������� p� ���� ���� Qp

�������� ��� �� ���� �������� �������� �� ��� ������
������� �� Qp ���� P � ��� ���� ���� ������ ������ ��
� ����� ���� �� � ������� �� Qp ��� ���� ��� ������ ��
� ���� ���� �� � ������� �� Qp �� �� ��� ���� b ∩Qp ���
���� b ∈ Etb�
���� p ∈ Qp� ����� ��� �������� ����� ��� �� ��� ���
��� ��� �� ��� ������� ��� ��� ���������� ����� ���
�� ��� ���� ��� ��� �� ��� ������ ��� ����� ��� ������
������ � ��� ���� �� ���� �� � ������� �� Qp� �� �� ����
����
������� ������� ���� ��� ��� � ���� �� �� ��� ��� ����
� ������ ���� e �� � ������� �� Qp� �� �� ����� � �� ���
����� ����� ����� ��� ������

� �� ����� ��� �������� v �� e� ��� v �� � ������
������� ����� v �� ��� ������ ������ �� � ����� ����
�� � ������� �� Qp� �� ����������� �� �� ������� ��
Etb �� P �

� �� ����� ��� �������� v �� e� ��� v �� � �����
������� ������ v �� ��� ��� ������ �� � ���� ����
�� � ������� �� Qp� ��������� �� ����������� �� ��
������� �� Etb �� P �

� �� ����� � �������� ���� �� � ������� �� Qp� �����
����������� �� � ���� ���� ���� �� ������� �� Etb

�� P �

�� ��� ����� p �� ������� �� � ������� ��� ����� ���
��� ����� ����� �� �������� ��� ������� ���� ���� �� ���
���� ���� �� ���� p ���� �� ���� �� Qp� ��� � �� ���
���� �������� �� ��� X ����� ���� �������� p ��� �������
������� ���� ����� ������ � ������� ����� p �� Qp� ����
��������� ���� � �� ��� ��� ����������� �� ����������
����� �� ���� �� ���� a �� � ������� �� Qp� ����� a ��
� ������ ����� �� ��� � ����� ������ ������������� ��
�� ������� �� Etb� ������ � ����� �� ������� �� ����
����� ��� ����� ��� ��� ���� ���� ����� ������ � �������
����� p �� Qp �� ����������
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